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1 Ravninski grafi

1.1 Risanje v ravnino

Definicija 1.1 Graf je ravninski, e se ga da narisati v ravnini brez sekanja povezav, razen

Zgled 1.1 Imamo dve mnozici vozlis¢ in vsaka ima tri vozlis¢a. Vsako vozlis¢e bi radi pove-
zali z vsakim vozliS¢em iz druge mnozice tako, da se povezave med seboj ne bodo sekale. Ali
je to mozno?

Slika 1: Vozlis¢éa A, B in C pripadajo eni mnozici, vozliséa P, V ter E pa drugi.
Naslednja trditev nam da odgovor na to vprasanje.

Trditev 1.1 Grafa K5 in K33 se ne da narisati v ravnino brez sekanja povezav.

Dokaz. Predpostavimo, da se ju da. Opazimo, da sta grafa K5 in K33 Hamiltonova (to
pomeni, da v grafu obstaja cikel, na katerem so vsa vozli§¢a grafa oziroma obstaja cikel, ki
vsako vozlisée obisce natanko enkrat in tak cikel imenujemo Hamiltonov cikel). Naj bo C' Ha-
miltonov cikel. Diagonale cikla C' so lahko narisane znotraj ali zunaj te krivulje. Ko pridemo
do situacije, ko se dve diagonali sekata, eno narisemo znotraj C, eno pa zunaj C. Pri grafu
K33 imamo cikel dolzine 6, ki ima tri pare sekajocih diagonal. Najve¢ eno lahko postavimo
znotraj in eno zunaj cikla, torej ni mozno dokoncati vlozitve. Pri grafu Ky pa je C' dolzine
9, kjer sta lahko najve¢ dve diagonali znotraj ali zunaj. Ker pa imamo 5 diagonal, znova ni
mozno dokoncati vlozitve. Torej K33 in K5 nista ravninska. 0O

Opomba: Ce se dve povezavi sekata veé kot enkrat, se ju da prestaviti tako, da zmanjsamo
Stevilo preseCiS¢ na eno ali ni¢. Torej se vedno da graf narisati tako, da se poljubni dve
povezavi sekata najveC enkrat.



Slika 2: Iz treh presecis¢ lahko dobimo eno samo.

Slika 3: Lahko se znebimo dveh prese¢isc.

1.2 Dualni grafi
Definicija 1.2 Dualni graf G* ravninskega grafa G je ravninski graf, ki ga dobimo tako, da:
1. v vsako lice f grafa G dodamo vozlisée f* € V(G*);

2. za vsako povezavo e grafa G, ki loci lici f; in fa, povezemo vozlis¢i fi in f§ v G* s
povezavo e*.

Zgled 1.2 Vsaka ravninska vlozitev Ky ima 4 lica, ki si v parih delijo mejne povezave, se
pravi, da imata vsaki 2 lici eno skupno povezavo. Torej je dual ponovna kopija Kj.

Zgled 1.3 Vsaka ravninska vlozitev kocke Q3 ima 8 vozlis¢, 12 povezav in 6 lic. Nasprotna
lica nimajo skupnih mej. Torej je dual ravninska vlozitev K32 .

Zgled 1.4 Na Sliki 4 je graf G, ki ima 4 vozlis¢a, 4 povezave in 2 lici. Graf G* pa ima 2
vozli§ci, 4 povezave in 2 lica.
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Slika 4: Dualni graf, ki vsebuje zanke in multi povezave.

Na tem primeru lahko vidimo, da ima enostaven ravninski graf zanke in multi povezave v
dualu. Prerezna povezava v G preide v zanko v G*, ko je na obeh straneh isto lice. Multi
povezava pa se ustvari takrat, ko imata dve razliéni lici v G ve¢ kot eno skupno mejno pove-
Zavo.

Zgled 1.5 Dve vlozitvi grafa nimata nujno izomorfna duala. Vsaka vlozitev na Sliki 5 ima
3 lica, torej ima vsak dual 3 vozliséa. Pri vlozitvi na desni ima dualno vozlis¢e v zunanjem
licu stopnjo 4. Pri vlozitvi na levi pa nobeno vozlis¢e v dualu nima stopnje 4. Torej duala
nista izomorfna.



Slika 5: Dva izomorfna grafa, ki imata neizomorfna duala.

Opomba: Zgornja situacija se ne zgodi z grafi, ki so 3-povezani, saj ima vsak 3-povezan
ravninski graf eno samo vlozitev v ravnino.

Z e(G) oznacimo §tevilo povezav grafa G, z dg(v) pa oznatimo stopnjo vozliséa v €
V(G).

Trditev 1.2 Ce I(f;) oznacuje dolzino lica f; v ravninskem grafu G, potem velja

2e(G) = Y Uf)- (1)

[i€F(G)

Dokaz. Vemo ze, da je dolzina lica enaka stopnji vozlis¢a v dualu. Ker velja e(G) = e(G*),
je Trditev (1) enaka ze poznani formuli 2¢(G*) = 3" cy(¢) da+ (v) za G* (obe vsoti upostevata
vsako povezavo dvakrat). 0O

Zdaj si pa poglejmo kako se grafa G in G* spreminjata glede na operaciji odstranjevanje
in kréenje povezav.

Zgled 1.6 Ce odstranimo neprerezno povezavo grafa G, to povzroéi skréitev povezave v
G*, ko se dve lici v G zdruzita v eno. Skréitev povezave v GG, ki ni zanka, povzroc¢i brisanje
povezave v G*. Na Sliki 6 je na sredini graf G. Na levi je graf G — e, na desni pa G/e.

G-e G Gle

Slika 6: Grafi G — e, G, G/e in njihovi duali.

1.3 Eulerjeva formula

Izrek 1.1 (Euler [4]) Ce ima povezan graf G n vozli3c, e povezav in f lic, potem velja
n—e+f=2. (2)

Dokaz. Trditev bomo pokazali z indukecijo po Stevilu vozlisé n. Ce je n = 1, potem ima
graf G eno vozliscée, povezave, Ce so, pa so zanke. Ce je e = 0, potem je f =1 in (2) drzi. Z



vsako dodano zanko na licu, se lice razdeli na dva dela. S tem se poveca Stevilo povezav in
stevilo lic za 1. Torej tudi v tem primeru (2) velja.

Zdaj pa napravimo indukcijski korak za n > 1: Ker je G povezan, lahko najdemo
povezavo, ki ni zanka. Ko tako povezavo skréimo, dobimo ravninski graf G’ z n’ volzisci, m/
povezavami in f’ lici. Skréitev ne spremeni Stevilo lic (samo zmanjsali smo lice), zmanjsa pa
se Stevilo povezav in vozlis¢ za 1. Torej jen’ =n—1,¢ =e—1, f/ = f in od tod sledi

n—et+f=n"+1-(+1)+f=n-€+f =2
O

Po Eulerjevi formuli lahko vidimo, da imajo vse ravninske vlozitve grafa G isto Stevilo
lic. Ceprav je dual lahko odvisen od vlozitve, pa Stevilo vozlisé v dualu ni odvisno od vlozitve.

Formula (2) ne velja za nepovezane grafe. Ce ima ravninski graf G k komponent, potem
z dodanimi k — 1 povezavami G postane povezan graf, kateremu nismo spremenili §tevilo lic.
Torej je Eulerjeva formula posploSena za ravninske grafe s k komponentami n —e + f =
24 k—-1=k+1.

Trditev 1.3 Ce je G enostaven ravninski graf z n vozliiéi, e povezavami in f lici ter z vsaj
tremi vozlisci, je
e<3n—6.

Ce pa je G brez trikotnikov, potem velja
e <2n —4.

Dokaz. Dovolj je pogledati za povezane grafe (drugace pa jim dodamo povezave). Ce je
n > 3, potem vsako lice v enostavnem grafu vsebuje najmanj 3 povezave. Z uporabo (1) do-
bimo neenakost med e in f. Naj bo f; Stevilo lic dolzine ¢ v grafu G in dobimo 2e =} f; > 3f.
Ce to zdaj upostevamo v Eulerjevi formuli, dobimo e < 3n — 6. Ce G nima trikotnikov, to
pomeni, da imajo lica dolzino vsaj 4. V tem primeru pa velja 2e = Y f; > 4f in dobimo po
Eulerjevi formuli e < 2n — 4. 0

Zgled 1.7 Neravninskost grafov K5 in K33 sledi iz te trditve. Za K5 imamo e =10 > 9 =
3n — 6. Ker je graf K33 brez trikotnikov, imamo e = 9 > 8 = 2n — 4. Torej imata grafa
prevec povezav, da bi bila ravninska.

Definicija 1.3 Maksimalni ravninski graf je enostaven graf, ki ni vpet podgraf nekega
drugega ravninskega grafa.

Trditev 1.4 Za enostaven ravninski graf G z n vozlis¢i so naslednje trditve ekvivalentne.
1. G ima 3n — 6 povezav;
2. G je triangulacija;

3. G je maksimalen ravninski graf.



Dokaz. Najprej dokazimo, da sta 1. in 2. ekvivalentni. Za enostaven ravninski graf z n
vozli§¢i po dokazu Trditve 1.3 velja, da ¢e ima graf 3n —6 povezav, je to enakovredno 2e = 3f,
kar velja natanko tedaj, ko je vsako lice cikel dolzine 3. Zdaj pa dokazimo Se, da sta 2. in 3.
ekvivalentni. Obstaja lice, ki daljse od lica dolzine 3 natanko tedaj, ko obstaja moznost, da
dodamo povezavo in obdrzimo veéji enostavni ravninski graf. 0O

2 Izrek Kuratowskega

Na dva nacina smo ze dokazali, da se grafa K5 in K33 ne data vloziti v ravnino. V
bistvu sta to odloc¢ilna grafa in vodita v karakterizacijo ravninskih grafov, znana kot Izrek
Kuratowskega.

Definicija 2.1 Subdivizija grafa G je graf H, ki ga dobimo tako, da povezave grafa G nado-
mestimo s paroma disjunktnimi potmi. Vozlisci, ki sta hkrati v G in v H, imenujemo glavni
v02l18¢i.

Definicija 2.2 Graf H je minor grafa G, ¢e ga lahko dobimo iz grafa G z odstranjevanjem
in/ali kréenjem povezav ter odstranjevanjem vozlis¢ grafa G.

Trditev 2.1 Ce G vsebuje podgraf, ki je subdivizija Kz ali K33, potem je G neravninski.

Dokaz zgornje trditve hitro sledi iz dejstva, da sta K5 in K33 neravninska. Zato je
izogibanje subdivizij K5 in K33 potreben pogoj, da je graf ravninski.

Definicija 2.3 Podgraf Kuratowskega grafa G je podgraf grafa G, ki je subdivizija K5 ali
K3 3. Minimalni neravninski graf je tak neravninski graf, da je vsak pravi podgraf ravninski.

Izrek 2.1 (Kuratowski [3]) Graf je ravninski natanko tedaj, ko ne vsebuje subdivizijo grafa
K5 ali K3,3.

Opomba: Poznamo tudi Izrek Kuratowskega v minorski obliki: graf je neravninski natanko
tedag, ko je graf brez K5 ali K33 minorjev.

Dokazali bomo, da mora biti minimalen neravninski graf brez Kuratowskega podgrafa
3-povezan. Dokaz, da je vsak 3-povezan graf brez Kuratowskega podgraf ravninski, nam
zaklju¢i dokaz Kuratowskega izreka.

Tutte [7] je dokazal, da vsak 3-povezan ravninski graf ima konveksno vlozitev (t.].
ravninska vlozitev, pri kateri je vsako lice konveksni poligon). Za n > 4 je Ka, 2-povezan
ravninski graf | ki nima konveksne vlozitve.

Lema 2.1 Naj bo G enostaven graf z vsaj 4 vozlisci, ki ne vsebuje subdivizije K5 ali K33
(se pravi, da ne vsebuje podgrafa Kuratowskega). Ce pa poveZemo poljubni par nesosednjih
v02lis¢, potem pa ustvarimo tako subdivizijo. Tedaj je graf 3-povezan.

Dokaz. Recimo, da graf ni povezan. To pomeni, da je sestavljen iz vsaj dveh disjunktnih
komponent. Zdaj pa povezimo dve poljubni nesosednji vozlisci, ki sta v razli¢nih komponen-
tah. S tem dobimo most. Po predpostavki prvotni graf ni vseboval Kuratowskega podgrafa



in tudi ¢e dodamo to povezavo ne dobimo Kuratowskega podgrafa, saj sta grafa K5 in K33
3-povezana. Torej je graf povezan.

Dokaz bomo nadaljevali z indukcijo po stevilu vozlis¢ grafa. Za n = 4,5 je ocitno, da
to velja, saj je edini 3-povezan graf na §tirih volzis¢ih K4. Vemo pa, da je K5 — e 3-povezan.

Recimo, da je graf G 1-povezan, potem ima prerezno vozlisée tako, da velja G1 NGy =
{v} in G1 UGy = G. Naj bosta v; in vy vozliséi, sosedni z v in lezita v razliénih delih G, G
grafa G. Dodamo povezavo v1vs in to ustvari subdivizijo K5 ali K33 v G + v1v2. Ponovno,
ker sta grafa K5 in K33 3-povezana sledi, da so vsa glavna vozlis¢a te subdivizije bodisi v
G1 bodisi v Ga. Ker pa sta vy in ve sosednji z v sledi, da obstaja tudi v G subdivizija K5 ali
K3 3. S tem smo prisli v protislovje s predpostavko, torej graf G' ni 1-povezan.

Recimo zdaj, da je graf G 2-povezan in ima dve nesosednji vozlis¢i x in y, ki razcepita
graf. Sedaj pa povezimo vozliséi x in y in naj velja G1 N G2 = {zy} in G1 UGy = G U {zy}.
Podobno kot prej, ker sta grafa K5 in K33 3-povezana, so vsa glavna vozlisca bodisi v G
bodisi v G2. In od tod hitro sledi, da obstaja subdivizija K5 ali K33 v grafu G. Ponovno je
to v protislovju s predpostavko, torej graf G ni 2-povezan.

Pri 3-povezanem grafu brez Kuratowskega podgrafa pa z dodano povezavo dobimo Kj
ali K3 3, torej mora biti graf G' 3-povezan. 0

Thomassen [5] je dokazal Izrek Kuratowskega tako, da je dokazal moc¢nejsi Tuttov izrek
za 3-povezane grafe brez podgrafov Kuratowskega. Ta izrek dokazemo z indukcijo na Stevilo
vozli§¢. Da bo graf G 3-povezan in da ne bo imel podgrafa Kuratowskega, moramo poiskati
manjsi graf G’, ki bo zadostoval obema predpostavkama in indukcijski predpostavki. Tho-
massenov izrek nam priskrbi manjsi 3-povezan graf G’ s skréitvijo poljubne povezave v G.
Lema 2.2 pa nam zagotovi, da bo G’ ne bo imel podgrafa Kuratowskega.

povezavo e, da je G /e 3-povezan.

Lema 2.2 Ce graf G nima podgrafa Kuratowskega, potem tudi graf G /e nima podgrafa Ku-
ratowskega.

Izrek 2.3 (Tutte [8]) Ce je G 3-povezan graf brez subdivizije K5 ali K33, potem ima G tako
konveksno vloZitev v ravnino, da nobena tri vozliséa ne lezZijo na premici.

Dokaz. Pokazali bomo z indukcijo po §tevilo vozlis¢ graf G. Osnovni korak: za |V (G)| < 4
je edini 3-povezan graf Ky, ki pa ima tako vlozitev.

Indukcijski korak: |V(G)| > 5. Naj bo e = zy taka povezava, da je G/e 3-povezan, kot
pravi Tutte-Thomassenov izrek. Naj bo z vozliscée, ki smo ga dobili, ko smo skréili povezavo
e. Po Lemi 2.2, G/e nima podgrafa Kuratowskega. Po indukcijski predpostavki, dobimo
konveksno vlozitev H = G/e, ki nima treh vozlis¢ na premici. V tej vlozitvi ima podgraf, ki
smo ga dobili z brisanjem povezav sosednjih k z, lice, ki vsebuje z. Ker je H — z 2-povezan,
je lice cikel, ki ga oznacimo s C. Vsi sosedje vozliséa z lezijo na C. Konveksna vlozitev grafa
H vkljuéuje ravne ¢rte iz vozlis¢a z do vseh njegovih sosedov. V G pa imamo tudi sosede
vozlis¢ z in y. Naj bodo z, ...,z sosedi vozliséa x na ciklu C. Ce vsi sosedje y lezijo na
delu cikla C' med x; in x;11, potem dobimo konveksno vlozitev grafa G tako, da postavimo
x na z v H in y na vozlis¢ée blizu z v kotu dobljenega z xz; in xx;11 kot je prikazano na Sliki 7.
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Slika 7: Zaradi konveksne vlozitve lo¢imo dva primera. Prvi ima vozlis¢e  na notrnanjih
licih, drugi pa ima x na zunanjem licu.

To je samo eden izmed treh primerov, ki se lahko zgodijo. Drug primer se pojavi, ko imata
x in y skupne sosede u, v in w. V tem primeru cikel C' skupaj z xy in povezavami iz {z,y} v
{u,v,w} tvorijo subdivizijo K5. To je prikazano na Sliki 8.

v

Slika 8: z in y imata skupne sosede u, v in w.

V tretjem primeru pa ima y soseda u in v, ki alternirata na ciklu C' s x;, x;11, ki sta soseda
x. Cikel C skupaj s potmi uyv, x;xx;41 in xy oblikujejo subdivizijo K3 3.

c

%

Slika 9: Sosedi y alternirajo na ciklu C' s sosedi z.

Ker upostevamo samo grafe, ki nimajo podgrafa Kuratowskega, se mora zgoditi samo prvi
primer, se pravi Slika 7. 0

Skupaj s Trditvijo 2.1, Lemo 2.1 in Tuttovem izrekov hitro dobimo Izrek Kuratowskega.
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